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Знайдено максимум функцiонала, що складається iз добуткiв внутрiш-
нiх радiусiв, у випадках: областi попарно не перетинаються, областi
частково не перетинаються, множина складається iз об’єднання облас-
тей.
We found the maximum of a functional, which is the product of inner radius
in the cases: non-overlapping domains, partially non-overlapping domains,
the union of domains.
1. Введение. Результаты данной работы получены в клас-
сическом направлении геометрической теории функций комплекс-
ной переменной — теории экстремальных задач на классах попар-
но-непересекающихся областей. Начало этого направления поло-
жено классической работой М.А. Лаврентьева [1], в которой, в
частности, была впервые поставлена и решена задача о произве-
дении конформных радиусов двух взаимно-непересекающихся одно-
связных областей. Впоследствии подобная задача была решена
Г.М. Голузиным для трех областей [2]. При этом следует отме-
тить метод кусочно-разделяющего преобразования, разработанный
В.Н. Дубининым и приведший к решению ряда нерешенных к тому
времени проблем. Отметим, что с основными классическими результа-
тами, а также методами их получения можно ознакомиться в работах
[2 — 13].
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Пусть N и R — соответственно множества натуральных и
вещественных чисел, C — комплексная плоскость, C = C
S f1g —
её одноточечная компактификация и R+ = (0;1).
Пусть n;m; d 2 N; причем m = nd. Рассмотрим набор натуральных
чисел fmkgnk=1 таких, что
nX
k=1




ak;p 2 C : k = 1; n; p = 1;mk
	
;
удовлетворяющую условию (1), назовем обобщенной (n; d)-равноу-
гольной с переменным количеством точек на лучах, если при всех
k = 1; n и p = 1;mk выполняются соотношения
0 < jak;1j < jak;2j < : : : < jak;mk j <1;
arg ak;1 = arg ak;2 = : : : = arg ak;mk =
2
n (k   1):
(2)
Системе An;d сопоставим набор областей fPkgnk=1, где
Pk :=

w 2 C n f0g : 2
n




; k = 1; n ;








 jak;pjn2  jak;pj ;
где (t) = (t+ t 1)=2 .
Пусть fB0; Bk;p; B1g — любой набор попарно непересекающихся
областей таких, что
0 2 B0; ak;p 2 Bk;p; 1 2 B1; B0; Bk;p; B1  C; k = 1; n; p = 1;mk:
Пусть D  C — произвольное открытое множество и a 2 D;
тогда D(a) обозначает связную компоненту D, содержащую a. При
An;d  D через Dk(al;p) обозначим связную компоненту множества
D(al;p)
T
Pk, содержащую точку al;p, где k = 1; n, l = k; k + 1,
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p = 1;ml; mn+1 := m1; an+1;p := a1;p. Dk(0) (соответственно, Dk(1))
обозначает связную компоненту множестваD(0)
T
Pk (соответственно,
D(1)TPk), содержащую точку w = 0 (соответственно, w =1).
Будем говорить, что открытое множество D, f0;1g [ An;d  D,




















k = 1; n; l; s = k; k + 1; p = 1;ms; q = 1;ml;
по всем углам Pk:
Систему областей B0 [ B1 [ fBk;pgk=1;n;p=1;mk назовем системой






[B0 [B1 удовлетворяет условию (3).
Обозначим через r(B; a) внутренний радиус области B  C
относительно точки a 2 B (см. [4 — 6]).
При n; d 2 N, n  2, через A(1)n;d обозначим обобщенную
(n; d)-равноугольную систему точек, образованную полюсами квадра-
тичного дифференциала
Q(w)dw2 =  wn 2 (1 + w
n)
2dh 
1  iw n2 2d+2    1 + iw n2 2d+2i2 dw2: (4)
Для системы A(1)n;d в соотношениях (2) mk = d. Более того, система то-
чек A(1)n;d обладает симметрией относительно окружности jwj = 1. Эти
свойства вытекают из общей теории квадратичных дифференциалов
[7].
Рассмотрим следующие задачи.
Задача 1. Пусть n;m; d 2 N, m = nd, n  2. Определить максимум
величины
 
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где An;d = fak;pg — любая обобщенная (n; d)-равноугольная система
точек вида (2), а fBk;pg — произвольный набор попарно непересека-
ющихся либо частично неналегающих областей, ak;p 2 Bk;p  C, и
описать все экстремали (k = 1; n; p = 1;mk).
Задача 2. Пусть n;m; d 2 N, m = nd, n  2. Определить максимум
величины  





где An;d = fak;pg — любая обобщенная (n; d)-равноугольная система
точек вида (2), а D — произвольное открытое множество, удовлетво-
ряющее условию неналегания (3) относительно заданной системы An;d,
ak;p 2 D  C, и описать все экстремали (k = 1; n; p = 1;mk).
Сформулированные задачи обобщают постановки соответствую-
щих задач, рассмотренных в [8 — 13].
2. Основные результаты.
Теорема 1. Пусть n;m; d 2 N, m = nd, n  2. Тогда для про-
извольной обобщенной (n; d)-равноугольной системы точек An;d =
= fak;pg, для которой (An;d) = (A(1)n;d) =: , и произвольного набо-
ра попарно непересекающихся областей fBk;pg, ak;p 2 Bk;p  C,
справедливо неравенство















Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда точки ak;p
и области Bk;p являются соответственно полюсами и круговыми
областями квадратичного дифференциала (4).
Теорема 2. Пусть n;m; d 2 N, m = nd, n  2. Тогда для
произвольной обобщенной (n; d)-равноугольной системы точек An;d =
= fak;pg, для которой (An;d) = (A(1)n;d) =: , и любого открытого
множества D, An;d  D  C, удовлетворяющего условию ненале-
гания относительно системы An;d, справедливо неравенство
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Bk;s; где Bk;s —
система круговых областей квадратичного дифференциала (4).
Теорема 3. Пусть n;m; d 2 N, m = nd, n  2. Тогда для
произвольной обобщенной (n; d)-равноугольной системы точек An;d =
= fak;pg, для которой (An;d) = (A(1)n;d) =: , и произвольного
набора частично неналегающих областей fBk;pg, ak;p 2 Bk;p  C,
справедливо утверждение теоремы 1.
3. Доказательства. Доказательство теоремы 1. Для дока-
зательства используем метод кусочно-разделяющего преобразования,
разработанный В.Н. Дубининым [6, 8, 9].
Функция
zk(w) = ( 1)k i w n2
при каждом k = 1; n реализует однолистное и конформное






однолистно и конформно отображает область Pk на единичный круг
U = fz : jzj  1g, k = 1; n. Очевидно, что k (0) = 1; k (1) =  1;
k = 1; n:
Обозначим !(1)k;p := k (ak;p), !
(2)





n;p, 0 := n (k = 1; n; p = 1;mk).
Семейство функций fk(w)gnk=1, заданных равенством (5), является
допустимым для кусочно-разделяющего преобразования (см.,
например, [6, 8, 9]) областей

Bk;p : k = 1; n; p = 1;mk
	
относи-
тельно системы углов fPkgnk=1. Для любого множества  2 C
обозначим () :=

w 2 C : 1=w 2 	. Пусть 
(1)k;p обозначает













содержащую точку !(1)k;p, а 

(2)













, содержащую точку !(2)k 1;p,















k;p является результатом разделяющего
преобразования области Bk;p относительно семейств fPk 1; Pkg,
Экстремальные задачи для обобщенных лучевых ... 275















щую точку 1, а через 













, содержащую точку  1. Семейство
областей f
(0)k gnk=1 является результатом разделяющего преобразо-
вания области B0 относительно семейств углов fPkgnk=1 и функций
fkgnk=1 в точке w = 0, а семейство областей f
(1)k gnk=1 — результатом
разделяющего преобразования области B1 относительно семейств
углов fPkgnk=1 и функций fkgnk=1 в точке w =1.
Из равенства (5) получаем следующие асимптотические соотноше-









w ! ak;p; w 2 P ;









w ! ak;p; w 2 P k 1; k = 1; n; p = 1;mk:
Коэффициенты разделяющего преобразования в точках w = 0 и
w = 1 будут определяться следующими асимптотическими равен-
ствами k(w)  1  2jwjn=2; w ! 0; w 2 P k; (7)k(w) + 1  2jwj n=2; w !1; w 2 P k; k = 1; n :
Используя теорему 1.9 из [9] (см. также [6, 8]) и соотношения (6),
получаем неравенства






















; k = 1; n; p = 1;mk: (8)
Используя соотношения (7), получаем следующие неравенства:
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Тогда из (8) и (9) получаем
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Из (10), учитывая (11), получаем
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Используя неравенства (13), из (12) получаем
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i 2n (k 1); k = 1; n;
отображающих единичный круг на сектор величиной 2n : При этом
области G(k)s ; k = 1; n; s = 1;mk +mk+1 + 2 преобразуются в
некоторые области (k)s ; а точки e
i 2mk+mk+1+2








: При склейке секторов получим единичный круг,
содержащий (2m + 2n) попарно непересекающихся областей (k)s ;





(s 1)  n r(k)s ; ei 2n  s 1mk+mk+1+2+k 1 : (15)
Из неравенства (14), принимая во внимания неравенства (15), полу-
чаем 
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Теперь, используя результаты работ [6, 8, 9], можно сделать вывод
























причем знак равенства в (17) достигается тогда и только тогда, когда
области Bt и точки bt являются соответственно круговыми областями
и полюсами квадратичного дифференциала
Q () d2 =   
2m+2n 2
(2m+2n   1)2 d
2: (18)
Используя неравенство (17), из (16) окончательно получаем
 









 (An;d) : (19)
Используя неравенство (19) и учитывая при этом условия, при
которых в нем достигается знак равенства, а кроме того, производя
необходимую замену переменных в квадратичном дифференциале
(18), получаем утверждение теоремы 1. Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2. Прежде всего, отметим, что из
условия неналегания следует, что capCnD > 0 и множествоD обладает
обобщенной функцией Грина относительно точки a 2 D:
gD(z; a) =
8>><>>:
gD(a)(z; a); z 2 D(a);
0; z 2 C nD(a);
lim
!z
gD(a)(; a);  2 D(a); z 2 @D(a) ;
где gD(a)(z; a) — функция Грина области D(a) относительно точки a.
В дальнейшем будем использовать методы работы [8]. Рассмотрим
множества E0 = C n D, U t = fw 2 C : jwj 6 tg, t = fw 2 C :
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jwj > 1=tg; E(ak;p; t) = fw 2 C : jw   ak;pj 6 tg, k = 1; n, p = 1;mk,
n > 2, n;mk 2 N, t 2 R+. Для достаточно малых t > 0 введем в
рассмотрение конденсатор
C (t; D; An;d) =









E(ak;p; t). Емкостью конденсатора C (t; D; An;d)
называется величина (см. [5])







где нижняя грань берется по всем действительным непрерывным и














Величина, обратная емкости конденсатора C, называется модулем
этого конденсатора: jCj = [cap C] 1 .
Используя теорему 1 из [8], получаем










































0;p, 0, , ()
, введенные нами при доказательстве тео-
ремы 1. Через 
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являются, вообще говоря, многосвязными областями при k = 1; n,







разделяющего преобразования открытого множества D относительно












содержащую точку 1, а через 








, содержащую точку  1.
Семейство областей f
(0)k gnk=1 является результатом разделяющ¯его
преобразования множества D относительно семейств углов fPkgnk=1 и
функций fkgnk=1 в точке w = 0, а семейство областей f
(1)k gnk=1 —
результатом разделяющего преобразования множества D относитель-
но семейств углов fPkgnk=1 и функций fkgnk=1 в точке w =1.
Рассмотрим конденсаторы

























































k = 1; n, s = 0; 1, fPkgnk=1 — система углов, соответствующая
системе точек An;d, операция [A] сопоставляет любому множеству
A  C множество, симметричное множеству A относительно окруж-
ности jwj = 1. Отсюда следует, что конденсатору C (t; D; An;d),
при разделяющем преобразовании относительно fPkgnk=1 и fkgnk=1,
соответствует набор конденсаторов fCk (t; D; An;d)gnk=1, симметрич-
ных относительно fz : jzj = 1g. В соответствии с результатами работы
[8] получаем





cap Ck (t;D;An;d) : (22)
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Отсюда следует







Асимптотика модуля C (t; D; An;d) при t! 0 дается соотношением
(20), а величина M (D;An;d) есть приведенный модуль множества
D относительно An;d. Используя формулы (6), (7) и тот факт,
что D удовлетворяет условию неналегания относительно системы
An;d, получаем аналогичные асимптотические представления для
конденсаторов Ck (t;D;An;d), k = 1; n:
























































375 ; k = 1; n:
С помощью (24) получаем





























; t! 0: (25)





























































Mk (D;An;d)+o(1); t! 0: (27)


























Mk (D;An;d) + o(1): (28)









Mk (D;An;d) : (29)






2 hn24 log r(D; 0) + n24 log r(D;1) + n22 gD(0;1)+























































































375 ; k = 1; n:
Таким образом, получаем
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Теперь доказательство теоремы заканчивается так же, как и
доказательство теоремы 1. Теорема доказана.
Доказательство теоремы 3 проводится подобно доказательству
теоремы 2.
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